Sujet01  NOMBRES COMPLEXES

Exercice 2 5 points
Candidats n'ayant pas suivi l'enseignement de spécialité

1. Pour tout nombre Z, on pose P(Z) = 20 1.

a. Factoriser P(Z).

b. En déduire les solutions dans I'ensemble € des nombres complexes de
I"équation P(#) =0, d'inconnue £.

c. Déduire de la question précédente les solutions dans C de l'équation d'in-
CONNUE Z :

[Ez +1 )" -
z—-1)
2. a. Leplan complexe (P} est rapporté a un repére orthonormal direct (I'J. u, ?]
(I'unité graphique est 5 cm).
Placer les points A, B et C d'affixes respectives :
1 3
a=-2 b=—-——ietc=—=+-=i
3 5 3 5

b. Démontrer que les points O, A, B et C sont situés sur un cercle, que 'on
déterminera.

1
3. Placer le point D d"affixe d = -3

Exprimer sous forme trigopnométrique le nombre complexe z' défini par:

CA
En déduire | t—
n déduire le rappor D

Quelle autre conségquence géomeétrique peut-on tirer de I'expression de z'?
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Exercice 2 5 points
Enseignement obligatoire

On considére le polynéme P(z) = z'+17 z° - 28 z+ 260, oi1 z est un nombre complexe.

1. Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

P(z)=(z" +az+b)(z" +4z+20).

b

. Résoudre dans C I'éguation P(z) =0.

L

. Placer dans un repére orthonormal direct {I‘J. {_; :] les images M, N, P et
() des nombres complexes respectifs m = -2+ 4i, n= -2-4i, p=2+3iet
g=2-3i.

4. a. Déterminer le nombre complexe z vérifiant Z=F _i Placerson image
z—m
K.
b. Endéduire que le triangle MPK est isocele rectangle en K.

4. a. Déterminer par le calcul I'affixe du point L, quatrieme sommet du carré
MEKPL.

b. Déterminer 'abscisse du point d'intersection R de la droite (KL} et de
I'axe des abscisses.

c. Montrer que M, N, P et () sont sur un méme cercle de centre H.



SUjet 03 NOMBRES COMPLEXES

EXERCICE 1 5 points

Commun # tous les candidats

Le plan est rapporté & un repére orthonormal direct [D. I :] unité graphique 4

cm. Dans 'ensemble des nombres complexes €, i désigne le nombre de module 1,

et d argument E

On appelle f I'application, qui, a tout nombre complexe z différent de -2, associe
z—2+i

£= = .
f@ z+ M

1. Siz=x+iy xetyétant deux réels, exprimer la partie réelle et la partie ima-
ginaire de £ en fonction de x et de .
By —2x+3y+2
X +(y+2F

On vérifiera que R(Z) =

En déduire la nature de :
a. l'ensemble E des points M d'affixe z, tels que £ soit un réel;

b. I'ensemble F des points M d’affixe z du plan, tels que Z soit un imaginaire
pur éventuellement nul.

c. Représenter ces deux ensembles.

2. On appelle A et B les points d’affixes respectives zy =2—iet zg = - 21

z —

En remarquant que 2 = & . retrouver les ensembles E et F par une mé-
Z— IR

thode géométrique.

3. Calculer | f{z)—1| = |z+2i|, et en déduire que les points M’ d’affixe Z, lorsque
le point M d'affixe z parcourt le cercle de centre B et de rayon /5, sont tous
sur un méme cercle dont on précisera le rayon et I'affixe du centre.
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Dans le plan complexe 9 rapporté au repére orthonormal direct {0, u, F] unité
graphique 4 cm, on considére les points A, B, C, D d'affixes respectives
Za=2, =i, zZg=-1+i, zZpn=1+L

On fera une figure qui sera complétée au fur et 3 mesure de I'exercice.

1. Soitla fonction f de 22 - {B} dans 2* qui au point M d'affixe z associe le point
M d'affixe 2’ ol

a. Développer (z+1—-i)(z—1—1).
b. Chercher les points M vérifiant f(M) = M et exprimer leurs affixes sous
forme algébrique puis trigonomeétrique.

2. a. Montrer que, pour tout z différent de i,
12| =

BM'
et que, pour tout z différent de i et de 2i,

arg(z') = {ﬁf. m] + g (modulo?).

b. Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M d'affixe z tels que
I2]1=1.
¢. Déterminer et construire I'ensemble (F) des points M d'affixe z tels que
arg(z') = g (modulo  2m7).
1
3. a. Démontrer que ' —i = — et en déduire que |z —i| x|z —i| = 1, pour tout
z—i
complexe z différent de i.
b. Soit M un point du cercle % de centre B et de rayon % Prouver que le

point M' d'affixe 2’ appartient 4 un cercle de centre B et de rayon 4 déter-
miner.
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Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (D. u, _P}. unité gra-
phigue : 4 cm. Dans I'ensemble € des nombres complexes, i désigne le nombre de
module 1 et d"argument g

Soit A le point d'affixe z, = —iet B le point d'affixe zg = —2i.

On appelle f l'application qui, a tout point M d'affixe z, M distinct de A, associe le
iz—2

z+i

point M' d'affixe z’ définie par =’ =

1. Démontrer que, si z est un imaginaire pur, = # —i, alors 2’ est imaginaire pur.

2. Déterminer les points invariants par I'application f.

3. Calculer |z‘— i| % |z +il.
Montrer que, quand le point M décrit le cercle de centre A et de rayon 2, le
point M' reste sur un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.

4. a. Développer (z +1)*, puis factoriser z° + 2iz —2.
b. Déterminer et représenter 'ensemble des points M, tels que M’ soit le

symétrique de M par rapport a O.

5. Déterminer et représenter I'ensemble E des points M, tels que le module de
z' soit égal 4 1.

ilz—zp)

(Dﬂ pourra remardquer que =
Z— ZH
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EXERCICE 1 4 points

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal direct [D. ;. ;]. unité gra-
phigue 2 cm. On désigne par A le point d’affixe za = 1, et par (%) le cercle de centre
Aetderayon 1.

Partie A
Soit F le point d'affixe 2, B le point d'affixe zg = 1 +el etEle point d'affixe (1 + zg).
1. a. Montrer que le point B appartient au cercle (%).
b. Déterminer une mesure en radians de "angle de vecteurs (A_I-: ; E] Pla-
cer le point B.

2. a. Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes (zg — z4) et
(ze —2a).
b. En déduire que les points A , B et E sont alignés.

3. Placer le point E.
Partie B
Pour tout nombre complexe z tel que z # 1, on considére les points M et M d'affixes
respectives zet ' oi1 2’ = 1+ 2°.

1. Pour z # 0 et z # 1, donner, 4 l'aide des points A, M et M", une interprétation

. . z'-1
géomeétrique d'un argument du nombre complexe

2
est un réel.

2. Endéduire que A, M et M’ sont alignés si et seulement si ]
z —_
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EXERCICE 2 enseignement obligatoire

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (D. u, _F} {unité gra-
phique : 5 cm), on considére les points A et B d'affixes respectives

1 1
Za=1+i et ZB=_E+EL
On désigne par (%) le cercle de centre O et de rayon 1.
1. Donner la forme trigopnométrique de z, et celle de zg.
2. Dans la suite de l"exercice, M désigne un point de (%) daffixe el ge [0; 2x].
On considére I'application f qui tout point M de (%), associe
FIM) = MA= MB.
a. Montrer, pour tout @ € [R, I"égalité suivante :

e — 1 =2ie sina.

b. Montrer I'égalité suivante : f(M) = .

1 3731
—+ —i)em .
2 2

'l (3 2
¢. En déduire I'égalité suivante : f(M) = -.'I"I 1 + (_E +2sina} .

3. a. En utilisant 2 ¢, montrer qu'il existe deux points M de (%¥), dont on don-
nera les coordonnées, pour lesquels f{M) est minimal. Donner cette va-
leur minimale.

b. En utilisant 2 ¢, montrer qu'il existe un seul point M de (%), dont on don-
nera les coordonnées, pour lequel f{M) est maximal. Donner cette valeur

maximale.
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Complexes.

On considére le polyndme P défini sur Cpar: P(z)=z"+ 22’ +62° + 82+ 8.

1°) Justifierque : P(Z ) = % .

En déduire que si zy est une racine de P, alors son conjugué est aussi une racine de P.

2°) a) Résoudre I'’équation P(z) = 0 sachant qu’elle admet deux racines imaginaires pures.

b) Déterminer la forme trigonométrique de chacune des solutions de I’équation précédente.

3°) Soient My, M,, M5 et M, les points d’affixes respectives —2i, 2i,-1 +jet-1—i.

a) Placer les points M;, M,, M3 et M, dans le plan complexe et démontrer que M;M,M;M, est un
trapéze isocele.

b) Démontrer que les points M;, M,, M; et M, appartiennent a un méme cercle de centre A d’affixe 1
dont on précisera le rayon.
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EXERCICE 1
Le plan est rapporté 4 un repére orthonormal (O, @ , ¥ )

On appelle f'1' application qui 4 tout point M d' affixe z ( z # -1 ) associe le pont M'
d' affixe # telle que

—iz—2
z+1

=

Soient A B, C les points d' affixe respectivesa=-1_,b=21,¢c=-i

I- Soit C'I"image du point C par [, Donner I' affixe ¢ du point C' sous forme algébrique
puis sous forme trigonométrique

2- Calculer I'athixe d du point D ayant pour image par [ le pont D' d' affixe

3- Pour tout nombre complexe z différent de -1 , on note p le module de z + |
(c'estadire |z+1| =p) et p lemoduledez +1i (c'estadire |z'+i| =p')

a- Démontrer que , pour tout nombre complexe z différent de -1 on a :
pp'= 5

b- Si le point M appartient au cercle ( I' ) de centre A et de rayon 2 , montrer que le point
M’ = {{M) appartient au cercle (I' ") dont on précisera le centre et le rayon

4- Pour tout nombre complexe z différent de -1 , on considére le nombre complexe

a- interpréter géomeétriquement |' argument du nombre complexe w

b- montrer que 2' = -1 w

¢- déterminer 1" ensemble ( F ) des point M d' affixe z tels que z' soit réel un non nul
d- Veérifier que le point D appartient aux ensembles (I' ) et (F)

5- Représenter les ensembles ('), ("), (F) (unit¢ 4 cm )
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Exercice .

Soient A et B les points d’affixes respectives zo =2 — 2i et zg = J2 +i+/6 dansle plan complexe (O ;
u,v).

P . z
1°) a) Déterminer le module et un argument de za et zg. et —2 .
ZA
b) En déduire la nature du triangle AOB. (la figure n’est pas demandée)

2°) Déterminer la forme trigonométrique et la forme algébrique de —2-.

ZA
- 7 (7
3°) En déduire la valeur exacte de cos T etsin| <= |
12 12
Exercice 2 (4,5 points)
Pour tout complexe z on considére : flz) = 2* = 102> + 382> — 90z + 261.

1°) Soit b un réel, exprimer en fonction de b les parties réelle et imaginaire de f{ib).

2°) En déduire que I'équation f(z) = 0 admet deux racines imaginaires pures.

3°) Démontrer qu’il existe deux réels o et B que I'on déterminera, tels que, pour tout complexe z,

flz) = (2 +9)(Z" + 0z + P)

4°) Résoudre dans C I'équation f(z) = 0.
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EXERCICE

Le plan complexe P est rapporté au repere orthonormal direct (O ; d, v) (unité
graphique: 3 cm).

On désigne par A le point d'affixe i.

A tout point M du plan, distinct de A, d'affixe z, on associe le point M' d'affixe z' défini
par :

1. Déterminer les points M confondus avec leur image M'.

2. Etant donné un complexe distinct de i, on pose: z=x +iyetz' = x' +iy', avec x, y, X/,
y' réels.

Montrer que :

2 2
-X(x +y —2y)
X +1-y)

En déduire I'ensemble des points M dont I'image M’ est située sur I'axe des imaginaires
purs. Dessiner I'ensemble E.

3. Trouver une relation simple liant les longueurs OM, AM et OM'.

En déduire I'ensemble F des points M du plan tels que M et M' soient situés sur un
méme cercle de centre O. Dessiner I'ensemble F.
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EXERCICE

Le plan complexe est rapporté 3 un repére orthonormal (2:%.% (unité graphique : 1 cm).

J3+1 .[ﬁ—l}
+i
4 4

Soient les nombres complexes a = et zo =6 + 6i d'image A,.

Pour tout n entier naturel non nul, on désigne par A, le point d'affixe z, définie par z, = a"zo. .

Partie A

1. Exprimer z; et a® sous forme algébrique. (0,5 point)

, 1 iz
Ecrire z, sous forme exponentielle et montrer que a’ = Ee 6, (0,5 point)

2. Exprimer z; puis z; en fonction de z; et a*; en déduire |'expression de z; et z; sous forme
exponentielle. (1 point)

3. Placer les points Ay, A;, A; et A; images respectives des complexes zq, z;, z; et z;.
(1 point)

Partie B

Pour tout n entier naturel, on pose |Zn| =1I,.

n+1
2
1. Montrer que, pourtoutndeN, I, = 12[7J . (0,5 point)

2. En déduire que la suite (r,) _, est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et la

neN

raison. (1 point)
3. Déterminer la limite de la suite (r,) et interpréter géométriquement le résultat obtenu. (0,5
point)

4. Déterminer le plus petit entier naturel p tel que OA, < 10 et donner alors une mesure de I'angle

orienté [;,CTé':p ) (1 point)
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EXERCICE

Partie A

On considere le polyndme P de la variable complexe z défini par :

P(z)=2*+2 V322 +82°+2/32+7

1. a) Calculer P(i) et P(—i). (0,25 + 0,25 point)

b) Montrer qu'il existe un polynéme Q du second degré, que I'on déterminera, tel que

pour tout zeC, P(z) = (22 +1) Q(z) (0,5 point)

2. Résoudre dans I'ensemble des nombres complexes I'équation P(z) = 0. (1 point)

Partie B
Le plan est rapporté au repére orthonormal direct (O ; G, V) (unité graphique 2 cm).

1. Placer dans ce repére les points A, B, C et D d'affixes respectives z, =i, zg = — |,
Ze =—3+2i,25 =—/3-2i. (0,5 point)

Montrer que ces quatre points appartiennent au cercle de diamétre [CD]. (0,5 point)

2. Calculer, sous forme algébrique, puis sous forme trigonométrique, le rapport

7, -1
8_"c, (0,5 point)
Ip — L

Interpréter géométriquement le module et I'argument de ce rapport. (0,5 point)
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EXERCICE

1°) On considére le polyn6me P de la variable complexe z, défini par:

P(z) =2° +(14—i\/§)zz+(74—14iﬁ)z—74iﬁ_

a) Déterminer le nombre réel y tel que iy soit solution de I'équation P(z) = 0.
b) Trouver deux nombres réels a et b tels que, pour tout nombre complexe z, on ait

P(2) = (z—i2)(z2 +az + D)
c) Résoudre dans I'ensemble C des nombres complexes, I'équation P(z) = 0.
2°) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct(O, U, V).

On prendra 1 cm pour unité graphique.
a) Placerles points A, B et | d'affixes respectives za=-7+5i;z3=-7-5iet z, = i\/z.
b) Déterminer I'affixe de I'image du point | par la rotation de centre O et d'angle —%.

c) Placer le point C d'affixe zc = 1 + i. Déterminer I'affixe du point N tel que ABCN soit un
parallélogramme.
. . . Z,—272 Sl
d) Placer le point D d'affixe za = 1 + 11 i. Calculer Z="2_"C sous forme algébrique
Zp—Zg
puis sous forme trigonométrique. Justifier que les droites (AC) et (BD) sont
perpendiculaires et en déduire la nature du quadrilatére ABCD.
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1. Exercice

1. Résoudre dans C I'équation 722 —27+5=0.

2. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O ; U, V) d’unité graphique 2 cm.

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives z, 75, zcet zp ol : zp =1+2i, 75 = Z , 2o =1+ ﬁ +1i,

p =1 .

a. Placer les points A et B dans le repere (O ;, V).

g — Z . e
b. Calculer —B—"C et donner le résultat sous forme algébrique.

Ipn — ¢
c. En déduire la nature du triangle ABC.
3. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle I dont on précisera le centre et le rayon.

4. Construire les points C et D dans le repére (O ; U, V) . Expliquer la construction proposée.
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