DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES
Niveau Terminale — Mercredi 25 mars 2026
Durée : 1 heure 30 e Calculatrice autorisée

Pr. El Akili

Le soin apporté a la rédaction et a la présentation sera pris en compte. Toute réponse devra étre justifiée. Les
deuz exercices sont indépendants.

Exercice 1 10 points
THEME : GEOMETRIE DANS L’ESPACE
On se place dans ’espace muni d’un repére orthonormé (O N E) On considére les points A(0; 4; 1),
B(1;3;0), C(2; —1; =2) et D(7; —1; 4).
Soit A la droite passant par D et de vecteur directeur @ (2; —1; 3).
1. Démontrer que les points A, B et C' ne sont pas alignés.
2. a. Démontrer que la droite A est orthogonale au plan (ABC).
b. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).
c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite A.
d. Déterminer les coordonnées du point H, intersection de A et du plan (ABC).
3. Soit &1 le plan d’équation x + y 4+ z = 0 et 5 le plan d’équation x + 4y + 2 = 0.
a. Démontrer que &; et &5 sont sécants.

b. Vérifier que la droite d, intersection de &1 et &5, a pour représentation paramétrique :

T =—4t — 2
y=t , teR.
z=3t+2

c. La droite d et le plan (ABC') sont-ils sécants ou paralléles 7

Exercice 2 10 points
THEME : ANALYSE

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction f,, définie sur R par :
fa(x) =z —nz.

On note %, la courbe représentative de f,, dans un repére orthonormal (O; 7, 7).

Partie A — Etude d’une fonction auxiliaire

Soit g, définie sur R par g,(z) = (1+z)e” —n.

1. Calculer la dérivée de g,, faire le tableau de variation de g, et déterminer ses limites aux bornes de
son ensemble de définition.

2. Montrer que g, s’annule pour une unique valeur «,, et que oy, > 0. Que vaut ay 7

3. Montrer que ), = 111( > et que 0 < ay, <lnn.

1+ o,
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4. a. Montrer que, pour tout réel x > 0,on a Inz <z — 1.
b. En utilisant cette inégalité, déterminer le signe de g,(In/n).

1
c. En déduire que 5 Inn < ay,. Quelles sont les limites de (av,) et (—n) 7
n

Partie B — Etude de f, et applications

1. Calculer f/(x), faire le tableau de variations de f, et déterminer ses limites. Montrer que f, (o) =
2
-na;,

14+ ay,
Déterminer les points d’intersection de %, avec 'axe des abscisses et préciser la position de %, par

rapport a cet axe.

az
3. Calculer / f2(x) dz en fonction de as.
0

==

« Les mathématiques sont la musique de la raison. » — J. J. Sylvester
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CORRIGE — DEVOIR SURVEILLE DE MATHEMATIQUES
Niveau Terminale — Mercredi 25 mars 2026
Pr. El Akili

Exercice 1 — Géométrie dans ’espace
On a A(0;4;1), B(1;3;0), C(2;—1;—-2), D(7;—1;4) et @(2; —1;3).

1. Calculons E et B :

1-0 1 20 9
A= [3-4|=(-1]|, Ac=|-1-4]=(=5
0—1 1 9] 3

Si A, B, C étaient alignés, il existerait k € R tel que 1@ = k@

On aurait 2 =k, —5 = —k = —2 : contradiction. Donc ’A, B et C ne sont pas alignés.

2.a. Pour montrer que A est orthogonale au plan (ABC), il suffit de vérifier que 4 est orthogonal a A.B>

etzﬁ.
T-AB=2x1+(-1)x(-1)+3x(-1)=2+1-3=0.

AC=2x2+ (1) X (=5) +3x (-3)=4+5-9=0.

g

Comme u est orthogonal & deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC),|A L (ABC).

2.b. Puisque @(2; —1;3) est un vecteur normal & (ABC), une équation cartésienne est de la forme 2z —
y+3z+d=0.

A(0;4;1) € (ABC) donne : 0 —4+3+d =0, soit d = 1.
(ABC): 2z —y+32+1=0.]

2.c. A passe par D(7;—1;4) et a pour vecteur directeur 4(2; —1;3). Une représentation paramétrique
est :

T="7+42t
y=—-1-t , teR
z=4+ 3t

2.d. H est lintersection de A et (ABC'). Substituons dans 2z —y +32+1=0:
2(7+2t) — (-1 —t)+34+3)+1=0 = M4 +4t+1+t+124+9+1=0 = 28+ 14t =0.
Donc t = —2. En remplacant :
r=7+2(-2)=3, y=—-1—-(-2)=1, z=4+43(-2)=-2.
H(3;1; -2).
3.a. #1:x+y+ 2z =0 a pour vecteur normal 7i1(1;1;1) et H5 : x + 4y + 2 = 0 a pour vecteur normal

ni2(1;4;0).

1 1
Si les plans étaient paralléles, 771 et 71y seraient colinéaires. Or 1= 1et 1 £ 1.
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Donc | 21 et P4 sont sécants.‘

3.b. Vérifions que les points de la droite d appartiennent aux deux plans.
Pour ) o +y+z2=(—4t—-2)+t+3t+2)=0. vV
Pour &y :x+4y+2=(—4t—2)+4t+2=0. vV

La représentation paramétrique est donc correcte.

3.c. Le vecteur directeur de d est v(—4;1;3).

Calculons 7 -4 =(—4) x2+1x(-1)+3x3=-8—-1+9=0.

Comme 4 est normal & (ABC) et ¥- @ = 0, la droite d est paralléle ou incluse dans (ABC).
Veérifions si un point de d appartient & (ABC'). Pour ¢t = 0 : le point (—2;0;2).

2(—2) —0+3(2) +1=-4+6+1=30.

Ce point n’appartient pas a (ABC), donc ’d et (ABC) sont strictement paralléles. ‘

Exercice 2 — Analyse

On a fu(x) =xe® —nz et go(z) = (1 +x)e” —n.

Partie A

1l.g(x)=e"+(1+z)e” = (24 x)€".
Comme e” > 0 pour tout z, le signe de g/,(x) est celui de (24 x) :
gh(x)=0 < z=-2, g, (x)<O0sur]—o0;—2[ et g, (z)>0sur]|—2;+o0[.
Limites :
— limy s o gn(z) =0—n=—n (car (1 + z)e® — 0 par croissances comparées).
— limg—s 400 gn(x) = +00.

Minimum : g,(-2) = (1 —-2)e 2 —n=—-2-n<0.

Tableau de variations : g, est strictement décroissante sur | — 0o; —2], atteint son minimum —e =2 —n
en = —2, puis strictement croissante sur [—2; +0o0[.
2. gn est continue et strictement croissante sur [—2; +-oc[, avec g, (—2) = —e2—n < 0 et lim o gn = +00.

Par le théoréme des valeurs intermédiaires, g, s’annule pour une unique valeur a,, €| — 2; +00[.

De plus, g,(0) =1 —n. Pourn > 1: ¢,(0) =1 —n <0, donc «a,, > 0.

Pournzl:gl(O):1~eO—1:0,donc

3. gn(an) = O Slgnlﬁe (]_ + O[n) ea" =n, Soit ea'n — n

14+,

En prenant le logarithme : | o, = ln< n )

Comme oy, 2 0,0n a1+ a, > 1, done

< n, d’ou an:ln( > <lIlnn.

1+ o,

Qp

Et a,, = 0 est déja établi. Donc ’O <a,<In n‘

4.a. Posons h(r) =x — 1 —Inz pour x > 0.
1 z-1
x r
W(z)=0 < z=1, K(z) <0sur|0;1[ et h'(x) > 0 sur ]1;+oo].
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Donc h admet un minimumen z =1: h(1)=1-1-0=0.

Ainsi h(z) > 0 pour tout x > 0, soit ’ln:z: < z — 1 pour tout z > 0. ‘

4.b. Appliquons l'inégalité avec z = y/n (pour n > 2, \/n > 0) :
Iny/n<y/n—1.

Calculons g,(In/n) = (1 +1ny/n) e®V® —n = (1 +1ny/n) y/n —n.
=yn++vnlnyn—n=yn++nlny/n—n.

En utilisant Iny/n < y/n —1:

gn(lnyn) <Vn+vn(Vn—1)—n=yn+n—-yn-n=0

Donc | gn(Iny/n) < 0.

4.c. Puisque g,(In/n) < 0 et que gn(an) = 0, et que g, est strictement croissante sur [0; +o00[ (car
ap=20>-2),ona:

1
5 Inn =1nyn < ay.

.. 1 . .
Limites : Comme 3 Inn < ap, et lim, 1 Inn = 400, on a lim,_, 1 a, = +00.

N
|
1
=)

an . n
Pour — : on sait que o, < Inn, donc 0 < —
n n n

. Qp
Par encadrement : |limy,_, 400 —
n

=0.

Partie B
1. fo(z) = xe® — nx, donc :
fix)=e"+ze* —n=(1+z)e" —n=gy(z).

Ainsi le signe de f] (x) est celui de g, (z).
D’aprés la Partie A, g,(z) < 0 pour z < ay, et gp(z) > 0 pour & > oy, (sur [0; 400]).
Limites :

— limy oo fr(z) =limy_oo(ze® —nz) =0—n X (—o0) = +oo.

— limg— oo fr(z) = +o00.

fn est strictement décroissante sur | — 0o; au,| et strictement croissante sur [a,; +00[. Le minimum est
atteint en «,.

Calcul de f,(an) : On a f(an) = an e —nay, = ay, (e —n).

Or (1+ ayp) e* =n, donc e* = 1fan7 d’out :
o n n—n(l+a, —na,
e n __ — —n = == .
1+« 1+ o, 1+«
—no,  —naod

Ainsi : | fo(an) = ayp

X = )
1+ o, 1+ o,

2. fu(x) =z —nzx =0 <= z(e* —n) =0 <= z=0o0ue” =n, soit z =Inn.

Les points d’intersection avec ’axe des abscisses sont ’O(O; 0) et (Inn; 0). ‘

Signe de f,(x) : fo(x) = z(e® —n).

— Pourz < 0:2<0ete’ <1< n,donce” —n <0.Produit de deux négatifs : f,(x) > 0.
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— Pour0<z <Inn:z>0ete® <n,donc f,(x) <O0.
— Pour z >Inn:xz>0ete® >n, donc fr(x) > 0.

%», est au-dessus de ’axe des abscisses sur | — 00; 0[U]Inn; 00| et en dessous sur |0; Inn|. ‘

a2 a2
3. On cherche I = fo(x)da = / (xe® —2z)dz.
0

0
Séparons l'intégrale :
a2 a2
I:/ xe‘rdx—Q/ xdx.
0 0
a9 27 @2 2
Seconde intégrale : / ede = |2 — 22
0 2 1, 2
Premiére intégrale (IPP) : Posons u =z, v/ = e, donc v/ =1, v = €”.
(%) a2
/ ze®dr = [ze”])? — / efdr = e —[°])? =aze™ —e? + 1= (g —1)e* + 1.
0 0

Donc :

I=(ay—1)e™+1—a3

2
On peut simplifier en utilisant e*? = o (puisque (1 + ag)e*? =2) :
a2
2 2(ag — 1) 200 — 2+ (1 — a3)(1 + az)
I=(az—1)- l-a3="—41-03 = : :
(a2 ) 1+a2+ fo%; T+ o + as T o

(1— a%)(l +ag)=(1—ag)(1+ 042)2.

On peut aussi laisser le résultat sous la forme :

Qs
/ fo(z)de = (g — 1) €2 +1 — a3.
0

(==
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