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Niveau Terminale � Mercredi 25 mars 2026

Durée : 1 heure 30 • Calculatrice autorisée

Pr. El Akili

Le soin apporté à la rédaction et à la présentation sera pris en compte. Toute réponse devra être justi�ée. Les

deux exercices sont indépendants.

Exercice 1 10 points

Thème : géométrie dans l'espace

On se place dans l'espace muni d'un repère orthonormé
(
O ; ı⃗ , ȷ⃗ , k⃗

)
. On considère les points A(0 ; 4 ; 1),

B(1 ; 3 ; 0), C(2 ; −1 ; −2) et D(7 ; −1 ; 4).

Soit ∆ la droite passant par D et de vecteur directeur u⃗ (2 ; −1 ; 3).

1. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

2. a. Démontrer que la droite ∆ est orthogonale au plan (ABC).

b. En déduire une équation cartésienne du plan (ABC).

c. Déterminer une représentation paramétrique de la droite ∆.

d. Déterminer les coordonnées du point H, intersection de ∆ et du plan (ABC).

3. Soit P1 le plan d'équation x+ y + z = 0 et P2 le plan d'équation x+ 4y + 2 = 0.

a. Démontrer que P1 et P2 sont sécants.

b. Véri�er que la droite d, intersection de P1 et P2, a pour représentation paramétrique :
x = −4t− 2

y = t

z = 3t+ 2

, t ∈ R.

c. La droite d et le plan (ABC) sont-ils sécants ou parallèles ?

Exercice 2 10 points

Thème : analyse

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul. On étudie la fonction fn dé�nie sur R par :

fn(x) = x ex − nx .

On note Cn la courbe représentative de fn dans un repère orthonormal (O ; ı⃗ , ȷ⃗).

Partie A � Étude d'une fonction auxiliaire

Soit gn dé�nie sur R par gn(x) = (1 + x) ex − n.

1. Calculer la dérivée de gn, faire le tableau de variation de gn et déterminer ses limites aux bornes de

son ensemble de dé�nition.

2. Montrer que gn s'annule pour une unique valeur αn et que αn ⩾ 0. Que vaut α1 ?

3. Montrer que αn = ln

(
n

1 + αn

)
et que 0 ⩽ αn ⩽ lnn.
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4. a. Montrer que, pour tout réel x > 0, on a lnx ⩽ x− 1.

b. En utilisant cette inégalité, déterminer le signe de gn(ln
√
n).

c. En déduire que
1

2
lnn ⩽ αn. Quelles sont les limites de (αn) et

(αn

n

)
?

Partie B � Étude de fn et applications

1. Calculer f ′
n(x), faire le tableau de variations de fn et déterminer ses limites. Montrer que fn(αn) =

−nα2
n

1 + αn
.

2. Déterminer les points d'intersection de Cn avec l'axe des abscisses et préciser la position de Cn par

rapport à cet axe.

3. Calculer

∫ α2

0
f2(x) dx en fonction de α2.

� Les mathématiques sont la musique de la raison. � � J. J. Sylvester
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Corrigé � Devoir Surveillé de Mathématiques

Niveau Terminale � Mercredi 25 mars 2026

Pr. El Akili

Exercice 1 � Géométrie dans l'espace

On a A(0; 4; 1), B(1; 3; 0), C(2;−1;−2), D(7;−1; 4) et u⃗(2;−1; 3).

1. Calculons
−−→
AB et

−→
AC :

−−→
AB =

1− 0
3− 4
0− 1

 =

 1
−1
−1

 ,
−→
AC =

 2− 0
−1− 4
−2− 1

 =

 2
−5
−3

 .

Si A, B, C étaient alignés, il existerait k ∈ R tel que
−→
AC = k

−−→
AB.

On aurait 2 = k, −5 = −k = −2 : contradiction. Donc A, B et C ne sont pas alignés.

2.a. Pour montrer que ∆ est orthogonale au plan (ABC), il su�t de véri�er que u⃗ est orthogonal à
−−→
AB

et
−→
AC.

u⃗ ·
−−→
AB = 2× 1 + (−1)× (−1) + 3× (−1) = 2 + 1− 3 = 0.

u⃗ ·
−→
AC = 2× 2 + (−1)× (−5) + 3× (−3) = 4 + 5− 9 = 0.

Comme u⃗ est orthogonal à deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), ∆ ⊥ (ABC).

2.b. Puisque u⃗(2;−1; 3) est un vecteur normal à (ABC), une équation cartésienne est de la forme 2x−
y + 3z + d = 0.

A(0; 4; 1) ∈ (ABC) donne : 0− 4 + 3 + d = 0, soit d = 1.

(ABC) : 2x− y + 3z + 1 = 0.

2.c. ∆ passe par D(7;−1; 4) et a pour vecteur directeur u⃗(2;−1; 3). Une représentation paramétrique

est : 
x = 7 + 2t

y = −1− t

z = 4 + 3t

, t ∈ R.

2.d. H est l'intersection de ∆ et (ABC). Substituons dans 2x− y + 3z + 1 = 0 :

2(7 + 2t)− (−1− t) + 3(4 + 3t) + 1 = 0 =⇒ 14 + 4t+ 1 + t+ 12 + 9t+ 1 = 0 =⇒ 28 + 14t = 0.

Donc t = −2. En remplaçant :

x = 7 + 2(−2) = 3, y = −1− (−2) = 1, z = 4 + 3(−2) = −2.

H(3 ; 1 ; −2).

3.a. P1 : x+ y + z = 0 a pour vecteur normal n⃗1(1; 1; 1) et P2 : x+ 4y + 2 = 0 a pour vecteur normal

n⃗2(1; 4; 0).

Si les plans étaient parallèles, n⃗1 et n⃗2 seraient colinéaires. Or
1

1
= 1 et

1

4
̸= 1.
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Donc P1 et P2 sont sécants.

3.b. Véri�ons que les points de la droite d appartiennent aux deux plans.

Pour P1 : x+ y + z = (−4t− 2) + t+ (3t+ 2) = 0. ✓

Pour P2 : x+ 4y + 2 = (−4t− 2) + 4t+ 2 = 0. ✓

La représentation paramétrique est donc correcte.

3.c. Le vecteur directeur de d est v⃗(−4; 1; 3).

Calculons v⃗ · u⃗ = (−4)× 2 + 1× (−1) + 3× 3 = −8− 1 + 9 = 0.

Comme u⃗ est normal à (ABC) et v⃗ · u⃗ = 0, la droite d est parallèle ou incluse dans (ABC).

Véri�ons si un point de d appartient à (ABC). Pour t = 0 : le point (−2; 0; 2).

2(−2)− 0 + 3(2) + 1 = −4 + 6 + 1 = 3 ̸= 0.

Ce point n'appartient pas à (ABC), donc d et (ABC) sont strictement parallèles.

Exercice 2 � Analyse

On a fn(x) = x ex − nx et gn(x) = (1 + x) ex − n.

Partie A

1. g′n(x) = ex + (1 + x) ex = (2 + x) ex.

Comme ex > 0 pour tout x, le signe de g′n(x) est celui de (2 + x) :

g′n(x) = 0 ⇐⇒ x = −2, g′n(x) < 0 sur ]−∞;−2[ et g′n(x) > 0 sur ]− 2;+∞[.

Limites :

� limx→−∞ gn(x) = 0− n = −n (car (1 + x)ex → 0 par croissances comparées).

� limx→+∞ gn(x) = +∞.

Minimum : gn(−2) = (1− 2) e−2 − n = −e−2 − n < 0.

Tableau de variations : gn est strictement décroissante sur ]−∞;−2], atteint son minimum −e−2 −n
en x = −2, puis strictement croissante sur [−2;+∞[.

2. gn est continue et strictement croissante sur [−2;+∞[, avec gn(−2) = −e−2−n < 0 et lim+∞ gn = +∞.

Par le théorème des valeurs intermédiaires, gn s'annule pour une unique valeur αn ∈ ]− 2;+∞[.

De plus, gn(0) = 1− n. Pour n ⩾ 1 : gn(0) = 1− n ⩽ 0, donc αn ⩾ 0.

Pour n = 1 : g1(0) = 1 · e0 − 1 = 0, donc α1 = 0.

3. gn(αn) = 0 signi�e (1 + αn) e
αn = n, soit eαn =

n

1 + αn
.

En prenant le logarithme : αn = ln

(
n

1 + αn

)
.

Comme αn ⩾ 0, on a 1 + αn ⩾ 1, donc
n

1 + αn
⩽ n, d'où αn = ln

(
n

1 + αn

)
⩽ lnn.

Et αn ⩾ 0 est déjà établi. Donc 0 ⩽ αn ⩽ lnn.

4.a. Posons h(x) = x− 1− lnx pour x > 0.

h′(x) = 1− 1

x
=

x− 1

x
.

h′(x) = 0 ⇐⇒ x = 1, h′(x) < 0 sur ]0; 1[ et h′(x) > 0 sur ]1; +∞[.
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Donc h admet un minimum en x = 1 : h(1) = 1− 1− 0 = 0.

Ainsi h(x) ⩾ 0 pour tout x > 0, soit lnx ⩽ x− 1 pour tout x > 0.

4.b. Appliquons l'inégalité avec x =
√
n (pour n ⩾ 2,

√
n > 0) :

ln
√
n ⩽

√
n− 1.

Calculons gn(ln
√
n) = (1 + ln

√
n) eln

√
n − n = (1 + ln

√
n)

√
n− n.

=
√
n+

√
n ln

√
n− n =

√
n+

√
n ln

√
n− n.

En utilisant ln
√
n ⩽

√
n− 1 :

gn(ln
√
n) ⩽

√
n+

√
n (

√
n− 1)− n =

√
n+ n−

√
n− n = 0.

Donc gn(ln
√
n) ⩽ 0.

4.c. Puisque gn(ln
√
n) ⩽ 0 et que gn(αn) = 0, et que gn est strictement croissante sur [0; +∞[ (car

αn ⩾ 0 > −2), on a :

1

2
lnn = ln

√
n ⩽ αn.

Limites : Comme
1

2
lnn ⩽ αn, et limn→+∞ lnn = +∞, on a limn→+∞ αn = +∞.

Pour
αn

n
: on sait que αn ⩽ lnn, donc 0 ⩽

αn

n
⩽

lnn

n
→ 0.

Par encadrement : limn→+∞
αn

n
= 0.

Partie B

1. fn(x) = x ex − nx, donc :

f ′
n(x) = ex + x ex − n = (1 + x) ex − n = gn(x).

Ainsi le signe de f ′
n(x) est celui de gn(x).

D'après la Partie A, gn(x) < 0 pour x < αn et gn(x) > 0 pour x > αn (sur [0; +∞[).

Limites :

� limx→−∞ fn(x) = limx→−∞(x ex − nx) = 0− n× (−∞) = +∞.

� limx→+∞ fn(x) = +∞.

fn est strictement décroissante sur ] − ∞;αn] et strictement croissante sur [αn; +∞[. Le minimum est

atteint en αn.

Calcul de fn(αn) : On a fn(αn) = αn e
αn − nαn = αn (e

αn − n).

Or (1 + αn) e
αn = n, donc eαn =

n

1 + αn
, d'où :

eαn − n =
n

1 + αn
− n =

n− n(1 + αn)

1 + αn
=

−nαn

1 + αn
.

Ainsi : fn(αn) = αn × −nαn

1 + αn
=

−nα2
n

1 + αn
.

2. fn(x) = x ex − nx = 0 ⇐⇒ x(ex − n) = 0 ⇐⇒ x = 0 ou ex = n, soit x = lnn.

Les points d'intersection avec l'axe des abscisses sont O(0; 0) et (lnn ; 0).

Signe de fn(x) : fn(x) = x(ex − n).

� Pour x < 0 : x < 0 et ex < 1 ⩽ n, donc ex − n < 0. Produit de deux négatifs : fn(x) > 0.

� 3 � Pr. El Akili



� Pour 0 < x < lnn : x > 0 et ex < n, donc fn(x) < 0.

� Pour x > lnn : x > 0 et ex > n, donc fn(x) > 0.

Cn est au-dessus de l'axe des abscisses sur ]−∞; 0[∪ ] lnn; +∞[ et en dessous sur ]0; lnn[.

3. On cherche I =

∫ α2

0
f2(x) dx =

∫ α2

0
(x ex − 2x) dx.

Séparons l'intégrale :

I =

∫ α2

0
x ex dx− 2

∫ α2

0
x dx.

Seconde intégrale :

∫ α2

0
x dx =

[
x2

2

]α2

0

=
α2
2

2
.

Première intégrale (IPP) : Posons u = x, v′ = ex, donc u′ = 1, v = ex.∫ α2

0
x ex dx = [x ex]α2

0 −
∫ α2

0
ex dx = α2 e

α2 − [ex]α2
0 = α2 e

α2 − eα2 + 1 = (α2 − 1) eα2 + 1.

Donc :

I = (α2 − 1) eα2 + 1− α2
2.

On peut simpli�er en utilisant eα2 =
2

1 + α2
(puisque (1 + α2) e

α2 = 2) :

I = (α2 − 1) · 2

1 + α2
+ 1− α2

2 =
2(α2 − 1)

1 + α2
+ 1− α2

2 =
2α2 − 2 + (1− α2

2)(1 + α2)

1 + α2
.

(1− α2
2)(1 + α2) = (1− α2)(1 + α2)

2.

On peut aussi laisser le résultat sous la forme :

∫ α2

0
f2(x) dx = (α2 − 1) eα2 + 1− α2

2.
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