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1. L’ensemble C des nombres complexes

Théoréme « Ensemble des nombres complexes

Il existe un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes, tel que :

e C contient R;

« C contient un élément noté i vérifiant i> = —1;

e C est muni d’une addition et d’une multiplication qui ont les mémes propriétés que dans R.

Propriété o Forme algébrique

Tout z € C s’écrit de maniére unique sous la forme z = a + ib avec a,b € R.

a = Re(z) est la partie réelle, b = Im(z) la partie imaginaire de z (attention : Im(z) = b et non
ib).

Sib=0, z est réel; si a = 0, z est imaginaire pur. L’ensemble des imaginaires purs est noté iR.

Théoréme o Egalité dans C

Soient z = a +ib et 2/ = a’ + iV’ avec a,b,d’, V' réels. Alors
2=72 < a=d et b="V.

En particulier : 2 =0 <= Re(z) =0 et Im(z) =0.

Démonstration. Le sens réciproque est immédiat. Si z = 2/, alors a —a’ = (b’ — b). Supposons b # b’ :
/
a—a

)

alors i = € R, donc i2 > 0, ce qui contredit i? = —1. Ainsi b =¥, puis a — a’ = 0. ]

2. Opérations dans C

Propriété ¢ Somme et produit

Pour z =a+ibet 2/ =d +ib' (a,b,d’,V réels) :

2+ 2 =(a+d)+i(b+¥), 2z = (ad’ — bb') +i(ab’ + a'b).

Démonstration. On développe comme dans R : 22’ = aa’ + iab’ + ia’b + i2bb’ et on utilise i? = —1. O

Définition « Opposé, inverse, quotient

o L'opposé de z=a+ibest —z = —a —ib; on pose z — 2/ = z + (—2/).
1 a b

;:a2+62_1a2+b2'

1 1
e Tout z = a+ ib # 0 admet un unique inverse — tel que z x — =1:
z z

z
e Siz' #0,le quotient est — =z x —.
z z

Démonstration (inverse). z # 0 donc (a,b) # (0,0) et a®+b? > 0. De plus (a+ib)(a—ib) = a® —i%b* =
a4 12 don I a—ib _a—1ib 0
’ a+ib  (a+ib)(a —ib) a2+ b2’
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1 2—-3i 2—3i 2 3 .
Exemple. - = - — = = — _ Zj
243 (24 31)(2 — 3i) 13 13 13
Remarque. Méthode : pour mettre un quotient sous forme algébrique, on multiplie numérateur et
dénominateur par le conjugué du dénominateur (voir §3).

3. Conjugué d’un nombre complexe

Définition « Conjugué

Le conjugué de z = a + ib (a, b réels) est le nombre complexe z = a — ib.

Propriété o Propriétés du conjugué

Pour tout z € C :
@ z+z =2Re(2) @ 2z —z = 2ilm(2) @z=2

@zeR <— Z=12 ®z€ciR <— z=—2

Démonstration. @, @, @ : calcul direct avec z = a + ib.
@:2eR <= Im(2)=0 <= z2—2=0. ®:z€iR <= Re(z) =0 <= 2z2+z=0. O

Propriété o Conjugué et opérations

Pour tous 2,2’ € C et tout n € N :

z+2 =Z+4 2, 2!

1 1 !
siz#0: ():, (Z):
z z z
Démonstration. Produit. Avec z = a +ib, 2/ = o’ + iV’ : 22/ = (aa’ — bb') — i(ab + a'b) et 22/ =
(a —ib)(a’ —ib') = (aa’ — bV') — i(ab’ + a'b). La somme se traite de méme.
Puissance (récurrence). 20 = 1 = (2)°. Si 2% = (2)", alors 2"l =27 x z = 2" z = (2)"Zz = (2)" L.
1 (1Y

Inverse. z x 7 = 1 donc, par le produit, z x (7) =1 =1, d’on le résultat. Le quotient s’en déduit :

4
/ 1 _ 71
ZPx - =2 %Xz O

Il
W
|
Y
3
Il
~
|
N—
L3

SN

Remarque. Pour tout z = a+ib : 2Z = a® + b? est un réel positif. C’est I'outil clé du calcul d’inverses.

Exemple. Résoudre 2z +Z =3 — 2i : on pose z = a + ib, d’'ou 3a +ib =3 — 2i, soit a =1, b = =2
S ={1-2i}.

4. Binome de Newton et équations du second degré

‘ Propriété « Formule du binéme de Newton

n
Pour tous a,b € Cet tout n € N: (a+b)" Z( > akpn k.
k=0

Démonstration. Par récurrence sur n. Pour n = 0 : les deux membres valent 1. Supposons la formule
vraie au rang n. Alors

n

(a+b>n+1 (a+b)(a+b)" Z( > k+1bn_k+;0<z>akbn+1_k

n n
_ )akanrlk + (Z) akpnti-k
k=1 N k=0

i g kS
N
?TA
3
[—
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En isolant les termes k =n + 1 et k = 0 puis en utilisant la relation de Pascal (")) + (}) = ("H), on

n+1

1

obtient (a 4 b)"! = E : <nz )akbnﬂ—@ -
k=0

Exemple. (1+i)*=14+4i+6i2+4i%+i*=14+4i-6—-4i+1=—-4.

‘ Propriété « Equation 22 = a, avec a réel |

Si a > 0 : deux solutions réelles \/a et —y/a. Sia =0 : une solution 0. Si a < 0 : deux solutions
complexes iy/|a| et —iy/]al.

Démonstration (cas a < 0). (i\/|a|)? = i%|a] = —|a|] = a, donc 22 —a = 22 — (i\/]a])? = (z —i/|a])(z +
iy/|al), qui s’annule si et seulement si z = +i\/|al. O

Théoréme ¢ Equation du second degré a coefficients réels

Soit az? 4+ bz 4 ¢ = 0 avec a, b, c réels, a # 0, et A = b? — 4ac.
-b—VA ~b+VA
————— et zg = ———.
2a 2a

e Si A =0 : une unique solution réelle zg = —

e Si A >0 : deux solutions réelles z; =

%'
—b—iy—-A —b+iv—-A
e Si A <0 : deux solutions complexes conjuguées z; = 2; et 2o =27 = %
a a
Dans tous les cas, az? + bz + ¢ = a(z — 21)(z — 22) (avec 21 = 22 = 29 si A =0).

Démonstration (cas A < 0). Forme canonique : a2z +bz+c=a [(z + %)2 - ﬁ}. Comme A < 0,

2
ﬁ = <i V2:LA> , d’ot1 la factorisation a (z + % —i VQ_GA) <z + % +1i v2—aA) et le résultat par produit nul.
O

4—-2i 44 2i
Exemple. z2—4z—|—5:0:A:—4<0,doncS:{ 5 1; —; 1}:{2—1;2+i}.

5. Polynomes : factorisation et racines

Définition ¢ Polyn6me, racine

Un polynéme de degré n (n € N) a coefficients réels est une fonction de la forme P(z) = cp2" +
Cn_12" 1+ 1z 4 cg ol ¢, . .., cp, sONt Téels et ¢, # 0.
Un complexe a est une racine de P si P(a) = 0.

Propriété o Factorisation de z'" — a”

Pour tout n € N* et tous z,a € C :
Mg = (Zf a) (Zn—l +azn—2 N +an—22+an—l) — (Z o a)zakzn—l—k.

Le second facteur est un polynéme en z de degré n — 1.

n—1 n—1 n—1
Démonstration. On développe : (z —a) Y. aFz""17F = S~ aFzn=F - S of+1n=1=k Tous les termes
se télescopent sauf le premier z" et le dernier —a™. O

‘ Théoréme o Factorisation par z — « |

Soit P un polynéme de degré n > 1 et o € C une racine de P. Alors il existe un polynéme @ de
degré n — 1 tel que, pour tout z € C, P(z) = (2 — ) Q(2).
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n

Démonstration. Comme P(a) = 0 : P(z) = P(z) — P(a) = Y ¢ (¥ — o”). D’apreés la propriété
k=1

précédente, chaque 2* —a¥ s’écrit (2 —a)Qp(2) avec Qi de degré k— 1. On factorise : P(2) = (z —a)Q(2)

n
avec Q = 5 ¢1Qp, de degré n — 1 (seul ¢, @, apporte le terme ¢,2" !, et ¢, # 0). O
k=1

| Théoréeme « Nombre de racines |

Un polyndéme non nul de degré n admet au plus n racines dans C.
Conséquence : une équation polynomiale de degré n admet au plus n solutions.

Démonstration. Par récurrence sur n. Un polynéme de degré 0 est une constante non nulle : aucune
racine. Supposons le résultat vrai au rang n et soit P de degré n + 1. Si P n’a pas de racine, c’est fini.
Sinon, soit « une racine : P(z) = (z — a)Q(z) avec @ de degré n. Si P(3) =0, alors =« ou Q(f) =0
(produit nul). Or @ a au plus n racines, donc P en a au plus n + 1. O

Exemple. 23 —222 42 —2=0: 2 est racine. Par identification, 23 — 222+ 2 —2 = (2 — 2)(2? + 1), d’ou
S={2; —i;i}.

Remarque. Méthode pour une équation de degré 3 dont on connait une racine « : écrire P(z) =
(z — a)(az? + bz + c), développer, identifier les coefficients, puis résoudre I’équation du second degré
obtenue.

Fin du chapitre 1 — Bon travail ! Pr. Elakili
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