Chapitre 01 — Raisonnement par récurrence Pr. Elakili

RAISONNEMENT PAR RECURRENCE
Fiche d’exercices ¢ Chapitre 01 « Classe de TMATHS5
Lycée Aljabr Oasis — Casablanca

Pr. Elakili Mathématiques 12 exercices, difficulté croissante
Difficulté : * abordable ¢ %% classique o %% = solide o % kK% exigeant
EXERCICE 1 ¢ Somme des premiers entiers *

Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n > 1 :

- 1
14243440 =Yk = M0

k=1

EXERCICE 2 ¢ Somme des entiers impairs *

Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1 :

143454+ (2n—1) = Y (2k—1) = n’.

EXERCICE 3 ¢ Somme des carrés *k

Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1 :

- n(n+1)2n+1)
K =
2 G

EXERCICE 4 o Somme des cubes * %k

Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1 :
ikg B (n(n + 1))2
k=1 2
n

En déduire que Z k3 est le carré d’un entier.
k=1

EXERCICE 5 e Divisibilité par 3 *x

Démontrer que, pour tout entier naturel n, le nombre 4™ — 1 est divisible par 3.

EXERCICE 6 e Une inégalité exponentielle *k

Démontrer que, pour tout entier naturel n : 2" >n+ 1.
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EXERCICE 7 o Divisibilité par 7 Yk Kk

Démontrer que, pour tout entier naturel n, le nombre 3271 42742 est divisible par 7.

EXERCICE 8 o Inégalité de Bernoulli 2.8 8¢

Soit a un réel tel que a > —1. Démontrer que, pour tout entier naturel n :

(I4+a)” > 14 na.

EXERCICE 9 o Somme et factorielles ok %

n
Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1 : Z kE-kl = (n4+1)!—1. (On rappelle : (k+1)! = (k+1) x k!.)
k=1

EXERCICE 10 o Une somme télescopique 2.8 8¢

Démontrer que, pour tout entier naturel n > 1 :

i 1 _ n
P k(k+1) n+1

EXERCICE 11 e Une inégalité plus fine 28,88 ¢

On souhaite comparer 2" et n2.
1. Démontrer que, pour tout entier n > 3, on a n? > 2n + 1.
2. En déduire, par récurrence, que pour tout entier n >4 : 2" > n2.

EXERCICE 12 o Etude d’une suite récurrente 2. 0.8.8. ¢

On considere la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout entier naturel n, u,y1 = /2 + uy, .
1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona 1 < u, < 2.

2. Démontrer par récurrence que la suite (u,) est croissante.

3. Que peut-on en déduire quant a la convergence de la suite (u,)?

Fin de la fiche — Bon travail, TMATHS5!
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RAISONNEMENT PAR RECURRENCE — CORRIGE
Chapitre 01 o Classe de TMATHS5 « Lycée Aljabr Oasis, Casablanca

Pr. Elakili missionmaths360.com

EXERCICE 1 ¢ Somme des premiers entiers

t 1.2

Initialisation. Pour n =1 : Z,lczl k=1et 5= =1. Vrai au rang 1.

Hérédité. Supposons Y ,_, k = % pour un entier n > 1. Alors
n+1
n+1) n+1)(n+2
Zk—i (n+1):(n+1)(g+1):—( )2( ).
n
nn+1)
Conclusion. Pour tout n > 1 k= ——.
onclusion. Pour tout n > 1, Z: 5
EXERCICE 2 ¢ Somme des entiers impairs
Initialisation. Pour n = 1 : la somme vaut 1 et 12 = 1. Vrai au rang 1.
Hérédité. Supposons Y ,_,(2k — 1) = n?. Alors
n+1
Y E-1)=n*+Q2n+1)-1)=n’+2n+1=(n+1)".
k=1
Conclusion. Pour tout n > 1, » (2k — 1) = n’.
k=1
EXERCICE 3 o Somme des carrés
Initialisation. Pour n =1 : la somme vaut 1 et % = 1. Vrai au rang 1.
Hérédité. Supposons Y ,_, k* = %. Alors
n+1
o _ n(n+1)(2n+1) , D+ ) +6(n+1)]  (n+1)(n+2)(2n+3)
> K= 6 T+ l)T= 6 - 6 ’
k=1

car n(2n+1) +6(n+1) =2n> +Tn+6 = (n + 2)(2n + 3).
Conclusion. La formule est vraie pour tout n > 1.

EXERCICE 4 ¢ Somme des cubes

12

5 )2 = 1. Vrai au rang 1.

Initialisation. Pour n = 1 : la somme vaut 1 et (
Hérédité. Supposons > ,_, k* = (%)2 Alors
jas, , n2+4n+1)  (n+1)%(n+2)?2 <(n+1)(n+2))2

(n+1)2 B B B
Zk?’ 7+(n+1)3—(n+1) : . = 1 = 5

n(n+1)
2

Conclusion. La formule est vraie pour tout n > 1. De plus =Y 7_, k est un entier, donc la somme des

cubes est bien le carré d’un entier.
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EXERCICE 5 e Divisibilité par 3

Initialisation. Pour n =0:4% — 1 = 0 = 3 x 0, divisible par 3.
Hérédité. Supposons 4" — 1 = 3k avec k € N. Alors

4mt 1 =4-4" - 1=403k+1) -1 =12k + 3 =3(4k + 1).

Donc 4"t — 1 est divisible par 3.
Conclusion. Pour tout n € N, 3 divise 4™ — 1.

EXERCICE 6 ¢ Une inégalité exponentielle

Initialisation. Por n =0:2°=1>04+1=1. Vrai au rang 0.
Hérédité. Supposons 2" > n + 1 pour un entier n > 0. Alors

2"t =2.2">2(n+1)=2n+2>n+2=(n+1)+1,

la derniere inégalité venant de 2n +2 — (n+2) =n > 0.
Conclusion. Pour tout n € N, 2" > n + 1.

EXERCICE 7 o Divisibilité par 7

Initialisation. Pour n = 0 : 3! +22 = 3 +4 = 7, divisible par 7.
Hérédité. Supposons 32"+ + 272 = 7k avec k € N. Aurang n + 1 :

33 Lt — 9. 32 Hl 4 9. gt — 932 4 27 FR) 4 7. 37 = 2. Tk + 7. 37 = 7(2k + 327,

Conclusion. Pour tout n € N, 7 divise 32711 4 2n+2,

EXERCICE 8 e Inégalité de Bernoulli

Soit a > —1 fixé.
Initialisation. Pour n =0: (1+a)’=1>1+0-a = 1. Vrai au rang 0.
Hérédité. Supposons (14 a)™ > 1+ na. Comme 1+ a > 0, on peut multiplier par 1+ a :

(1+a)"™ >0 +na)(1+a)=1+n+1a+na*>>1+ (n+1)a,

car na® > 0.
Conclusion. Pour tout n € N, (14 a)™ > 1+ na.

EXERCICE 9 e Somme et factorielles

Initialisation. Pourn=1:1-1'=1et (1+1)! —=1=2—1= 1. Vrai au rang 1.
Hérédité. Supposons Y ;_, k- k! = (n+1)! — 1. Alors

Dkekl=(n+D)I=1+n+Dn+D)=mn+D(1+n+1)-1=(@n+2) -1
k=1

Conclusion. Pour tout n > 1, Z E-Kl=m+1)!-1.
k=1

EXERCICE 10 ¢ Une somme télescopique
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Initialisation. Pour n =1 : % = % et ﬁ = % Vrai au rang 1.

Hérédité. Supposons Y ;_, m = - Alors

ey 1 n(n+2)+1 (n+1)2 n+1

1 _n
;k(lﬂ+1)_n+1+(n+1)(n+2) n+1)(n+2) m+1)n+2) n+2

- 1
Conclusion. Pour tout n > 1, kz_:l R D) = nz T

EXERCICE 11 e Une inégalité plus fine

1.Pourn>3:n2=n-n>3n=2n+n>2n+1 (car n > 1). Donc n? > 2n + 1.

2. Initialisation. Pour n =4 : 24 = 16 et 42 = 16, donc 2* > 42.
Hérédité. Soit n > 4 tel que 2" > n2. Alors 2" =2.27 > 2n2. Or, d’aprés 1. (et n > 4 > 3),

m?—(n+1)2=n?>-2n—-1>0, donc 2n?> (n+1)%

Ainsi 2"+ > (n +1)2.
Conclusion. Pour tout entier n > 4, 2™ > n2.

EXERCICE 12 ¢ Etude d’une suite récurrente

1. Encadrement 1 < u,, < 2.

Initialisation. ug = 1, donc 1 < ug < 2.

Hérédité. Supposons 1 < u, < 2. Alors 3 < 2+ u, < 4, et comme la fonction racine est croissante, V3 <
VZ+ up, < 2. Puisque v/3 > 1, on obtient 1 < u,41 < 2.

Conclusion. Pour tout n € N, 1 < u,, < 2.

2. Croissance.

Initialisation. ug = 1 et uy = V3 =~ 1,73, donc ug < u;.

Hérédité. Supposons u, < t,41. Alors 24+u,, < 24+u,41, et par croissance de la racine, v/2 + u, < /2 + tp11,
c’est-a-dire up41 < Upya-

Conclusion. La suite (u,,) est croissante.

3. Convergence. (u,) est croissante et majorée par 2 : d’aprés le théoréme de convergence monotone, elle
converge vers un réel ¢. En passant a la limite dans u,4+1 = 2+ uy,, on a £ = 2+ £ avec £ > 0, d’ou
2 —0—2=0,soit ((—2)({+1)=0. Commeéz(),.

Fin du corrigé — missionmaths360.com
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